
素数定理
概 要

『解析的整数論』(末綱恕一)に載っている素数定理の証明を紹介する．『数論 I』定理 7.3 までは
用いる．その他は出来るかぎり完結的に整理した．(南海)
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1 チェビシェフの定理

チェビシェフが 1851年に示した定理を証明する．チェビシェフの定理は，素数分布に関して最

初に得られた定理であった．

補題 1

自然数 n! の素因数分解に含まれる素数 p の個数は，

[logp n]∑
l=1

[
n

pl

]
である．

証明 [logp n]は pk <= nとなる最大の kの値である．

1から nまでの自然数のなかでちょうど pl で割り切れるものの個数は[
n

pl

]
−
[
n

pl+1

]
である．l >= [logp n] + 1に対しては

n

pl
< 1となり

[
n

pl

]
= 0 である．したがって求める個数は

[logp n]∑
l=1

l

([
n

pl

]
−
[
n

pl+1

])

=

[logp n]∑
l=1

(
l

[
n

pl

]
− (l + 1)

[
n

pl+1

])
+

[logp n]∑
l=1

[
n

pl+1

]
=

[logp n]∑
l=1

[
n

pl

]
である． □

定理 1

正の定数 c1 < 1 < c2 で，x >= 2 に対して

c1
x

log x
< π(x) < c2

x

log x

となるものが存在する．



証明

c1
x

log x
< π(x)

となる正の定数の存在を示す．

mを正整数として，整数

2mCm =
(2m)!

m!m!

の大きさを 2通りの方法で評価する．

p <= 2mである素数に対して
(2m)!

m!m!
の素因数分解に含まれる素数 p の個数は，補題 1より

[logp(2m)]∑
l=1

([
2m

pl

]
− 2

[
m

pl

])
である．mを pl で割った余りを rとするとき

[
2m

pl

]
− 2

[
m

pl

]
=


0

(
0 <= r <

pl

2

)
1

(
pl

2
<= r < pl

)
である．したがって

[logp(2m)]∑
l=1

([
2m

pl

]
− 2

[
m

pl

])
<= [logp(2m)]

これから
(2m)!

m!m!
<=

∏
p<=2m

p[logp(2m)]

一方 p[logp(2m)] <= 2mであるから∏
p<=2m

p[logp(2m)] <= (2m)π(2m)

つまり
(2m)!

m!m!
<= (2m)π(2m)

となる．ところが

log
(2m)!

m!m!
=

(2m)(2m− 1) · · · (m+ 1)

m(m− 1) · · · 1

=
(m+m)(m+m− 1) · · · (m+ 1)

m(m− 1) · · · 1
= (1 + 1)

(
m

m− 1
+ 1

)
· · · (m+ 1)

>= 2 · 2 · · · 2 = 2m

なので，上の結果より

2m <= (2m)π(2m)

対数をとって

m log 2 <= π(2m) log(2m)



つまり
log 2

2
· 2m

log(2m)
<= π(2m)

次にm >= 1に対して
2m

2m+ 1
>=

2

3

であるから

π(2m+ 1) log(2m+ 1) > π(2m) log(2m) >=
log 2

2
(2m)

>
log 2

2
· 2
3
(2m+ 1)

つまり
log 2

3
· 2m+ 1

log(2m+ 1)
<= π(2m+ 1)

したがって整数 [x]に対して

log 2

3
· [x]

log[x]
<= π([x]) <= π(x)

が成り立つ．ここで [x] > x− 1なので

[x]

log[x]
>

x− 1

log(x− 1)
>
x− 1

log x

=
x

log x

(
1− 1

x

)
>=

1

2
· x

log x

したがって
log 2

6
· x

log x
< π(x)

c1 =
log 2

6
とおけばよい．

次に，

π(x) < c2
x

log x

となる c2 の存在を示す．

m < p <= 2mの範囲の素数は
(2m)!

m!m!
の分母を割らない．よって

(2m)!

m!m!
は

∏
m<p<=2m

pで割り切れ

る．つまり

mπ(2m)−π(m) <
∏

m<p<=2m

p <=
(2m)!

m!m!

これから

(π(2m)− π(m)) logm < log
(2m)!

m!m!

ところが

2mCm <
2m∑
k=0

2mCk = 22m

より

log
(2m)!

m!m!
< 2m log 2



∴ (π(2m)− π(m)) < 2 log 2
m

logm

y >= 2に対して

[2y] <= 2y < 2[y] + 2

なので

π(2y)− π(y) = π([2y])− π([y])

<= π(2[y] + 2)− π([y]) < π(2[y]) + 2− π([y])

< 2 log 2
[y]

log[y]
+ 2 < (2 log 2 + 2)

y

log y

ここで xに対して 2l+1 <= x < 2l+2 となる lをとり yに
x

2
, · · · , x

2l
を順次代入する．

π

(
x

2j−1

)
− π

(
x

2j

)
< (2 log 2 + 2)

x

2j

log x− j log 2
< (2 log 2 + 2)

x

2j

log x

j = 1, . . . , lについて辺々加えることにより

π(x)− π

(
x

2l

)
< (2 log 2 + 2)

x

log x

(
1

2
+ · · ·+ 1

2l

)
< (2 log 2 + 2)

x

log x

π(x) < (2 log 2 + 2)
x

log x
+ π

(
x

2l

)
2 <=

x

2l
< 4なので π

(
x

2l

)
<= 2 で，さらに x >= 2のとき 1 <

x

log x
であるから

π(x) < (2 log 2 + 4)
x

log x

つまり c2 = (2 log 2 + 4)とすればよい． □

2 素数定理の証明

いくつかの準備をして，素数定理を示す．1930年代のランダウらの方法である．『数論 I』p.266

にあるように

ψ(x) ≡
∑

pm<=x

log p

を考える．

補題 2

s = σ + tiにおいて σ > 1なら

−ζ
′(s)

ζ(s)
= s

∫ ∞

1

ψ(x)

xs+1
dx = s

∫ ∞

0

ψ(eu)e−us du



証明

チェビシェフの定理 1より

ψ(x) =
∑
p<=x

[
log x

log p

]
log p <=

∑
p<=x

log x

log p
log p

= π(x) log x = O(x)

これから積分の存在することは確かである．

− log(1− u) = u+
u2

2
+
u3

3
+ · · ·

なので

log ζ(s) = −
∑
p

log

(
1− 1

ps

)
=

∑
p,m

1

mpms

この両辺を微分することにより

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

∞∑
n=1

ψ(n)− ψ(n− 1)

ns
=

∞∑
n=1

ψ(n)

{
1

ns
− 1

(n+ 1)s

}

=
∞∑

n=1

ψ(n)s

∫ n+1

n

dx

xs+1
= s

∞∑
n=1

∫ n+1

n

ψ(x)

xs+1
dx

= s

∫ ∞

1

ψ(x)

xs+1
dx

このなかで x = eu とおけば，第二の積分になる． □

補題 3

vが 0でない実数なら
1

2

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
evti dt =

sin2 v

v2

証明

左辺 =
1

2

{∫ 0

−2

(
1− |t|

2

)
evti dt+

∫ 2

0

(
1− |t|

2

)
evti dt

}
=

1

2

{∫ 2

0

(
1− |t|

2

)
e−vti dt+

∫ 2

0

(
1− |t|

2

)
evti dt

}
=

∫ 2

0

(
1− t

2

)
cos vt dt

=

[(
1− t

2

)
sin vt

v

]2
0

+

∫ 2

0

1

2

sin vt

v
dt =

1− cos vt

2v2
=右辺 □

実数 uに対し

H(u) ≡ e−uψ(eu)

と書く．明らかに y2 >= y1 のとき

H(y2) >= H(y1)e
y1−y2 (1)

が成り立つ．



補題 4

λ > 0のとき任意の実数 yに対し

K(y, λ) =

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

)
sin2 v

v2
dv

が存在する．かつ

lim
y→∞

K(y, λ)

も存在し，
∫ ∞

−∞

sin2 v

v2
dvに一致する．

証明 ∫ ∞

0

e−u(s−1) du =
1

s− 1

となるので，補題 2より，(
−ζ

′(s)

ζ(s)
− s

s− 1

)
1

s
=

∫ ∞

0

{H(u)− 1} e−u(s−1) du

λ > 0, ε > 0と実数 yに対し∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eλyti

{
−ζ

′(1 + ε+ λti)

ζ(1 + ε+ λti)
− 1 + ε+ λti

ε+ λti

}
dt

1 + ε+ λti

=

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eλyti

{∫ ∞

0

{H(u)− 1} e−εue−λuti du

}
dt

=

∫ ∞

0

{H(u)− 1} e−εu du

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eλ(y−u)ti dt

=
1

λ

∫ λy

−∞

{
H

(
y − v

λ

)
− 1

}
e−ε(y− v

λ ) dv

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
evti dt

=
2

λ

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

)
e−ε(y− v

λ ) sin
2 v

v2
dv − 2

λ

∫ λy

−∞
e−ε(y− v

λ ) sin
2 v

v2
dv

『数論 I』定理 7.3より s = 1 + ti (t 6= 0)で ζ(s)は零点をもたない．したがって λ >= 1となる範

囲で
ζ ′(s)

ζ(s)
+

1

s− 1

は正則である．この結果 ε → 0のとき，第 1行の積分値の極限は存在する．一方，最終行の第二

の積分値の極限も存在する．これらの極限では積分内で ε → 0としてよい．この結果，第一の積

分についても同様であり．

K(y, λ)

=
λ

2

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eλyti

{
−ζ

′(1 + λti)

ζ(1 + λti)
− 1 + λti

λti

}
dt

1 + λti
+

∫ λy

−∞

sin2 v

v2
dv

が存在した．

右辺の第一の積分は，『数論 I』定理 7.3より，ある普通の連続関数をフーリエ級数に展開した係数

であるから y → ∞のときは 0に収束する．よって

lim
y→∞

K(y, λ) =

∫ ∞

−∞

sin2 v

v2
dv



(注) この値は実は πになるが，有限確定値であること以外は次の定理では使わないので，『解析的

整数論』でも示されていない． □

定理 2 (素数定理)

π(x) ∼ x

log x

証明

第 1段階として，

ψ(x) ∼ x 即ち　 lim
y→∞

H(y) = 1

を示す．

補題 4の積分値を P とおく．

P ≡ lim
y→∞

K(y, λ) =

∫ ∞

−∞

sin2 v

v2
dv

このとき λ > 0なので，補題 4と不等式 (1)より

P >= lim
y→∞

∫ √
λ

−
√
λ

H

(
y − v

λ

)
sin2 v

v2
dv >= lim

y→∞

∫ √
λ

−
√
λ

H

(
y − 1√

λ

)
e
− 2√

λ
sin2 v

v2
dv

ゆえに

lim
y→∞

H(y) = lim
y→∞

H

(
y − 1√

λ

)
<=

Pe
2√
λ∫ √

λ

−
√
λ

sin2 v

v2
dv

最後の式は λ→ ∞のとき 1に収束するので，

lim
y→∞

H(y) <= 1 (2)

不等式 (2)からH(y)は有界である．

H(y) <= Q

とおく．再び補題 4と不等式 (1)より

P = lim
y→∞

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

)
sin2 v

v2
dv

<= Q

∫ −
√
λ

−∞

dv

v2
+ lim

y→∞

∫ √
λ

−
√
λ

H

(
y +

1√
λ

)
e

2√
λ
sin2 v

v2
dv +Q

∫ ∞

√
λ

dv

v2

<=
2Q√
λ
+ Pe

2√
λ lim

y→∞
H

(
y +

1√
λ

)
つまり

lim
y→∞

H(y) >= e
− 2√

λ

(
1− 2Q

P
√
λ

)
この右辺も λ→ ∞のとき 1に収束するので，

lim
y→∞

H(y) >= 1 (3)



２つの不等式 (2)，(3)から

lim
y→∞

H(y) = 1 (4)

が示された．

これをもとに素数定理を示す．x > eに対して

ω =
x

log2 x

とおく．ω < xである．式 (1)から

ψ(x) <= π(x) log x <= π(ω) log x+
∑

ω<p<=x

log p

logω
log x

<= w log x+
log x

logω
ψ(x)

よって

1 <=
π(x) log x

ψ(x)
<=

x

ψ(x) log x
+

log x

logω

ここで等式 (4)から

lim
x→∞

x

ψ(x)
= 1

また

lim
x→∞

log x

logω
= lim

x→∞

log x

log x− 2 log(log x)
= 1

であるから

lim
x→∞

(
x

ψ(x) log x
+

log x

logω

)
= 1

つまり，素数定理は示された． □
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