三章問１．１およびより一般的な形についての考察。
第二基本形式、その他を求めます。
懸垂面について
 p_u=(u*(u*u+a*a)^(-1/2)*cos(v),u*(u*u+a*a)^(-1/2)*sin(v),a*(u*u+a*a)^(-1/2))

 p_v=(-(u*u+a*a)^(1/2)*sin(v),(u*u+a*a)^(1/2)*cos(v),0)

 e=(-a*cos(v)*(u*u+a*a)^(-1/2),-a*sin(v)*(u*u+a*a)^(-1/2), u*(u*u+a*a)^(-1/2))
e_u=(a*cos(v)*u*(u*u+a*a)^(-3/2),a*sin(v)*u*(u*u+a*a)^(-3/2),

        a*a*(u*u+a*a)^(-3/2) )

 e_v=(a*sin(v) *(u*u+a*a)^(-1/2),-a*cos(v)*(u*u+a*a)^(-1/2),0)

 L=-p_u e_u=-a*(u*u+a*a)*(u*u+a*a)^(-2)=-a*(u*u+a*a)^(-1)

 M=-p_u e_v=0, N=-p_v e_v=a

したがって、懸垂面の第二基本形式は -a*(u*u+a*a)^(-1)dudu+advdvとなる。
さらに、LN-M^2=-a*a/(u*u+a*a) 

        E=1,F=0,G=u*u+a*aよりEG-F^2= u*u+a*a, EN+GL-2FM=0

よって、H=(EN+GL-2FM)/ (EG-F^2)=0,

        K=(LN-M^2)/(EG-F^2)= -a*a/(u*u+a*a)^2

　　　　 k_1+k_2=0 　 k_1*k_2=-a*a/(u*u+a*a)^2 より、
　　　　k_1=a/(u*u+a*a)^2, k_2=-a/(u*u+a*a)^2

次に、常螺旋面は
 q_u=(cos(v),sin(v),0), q_v=(-u*sin(v),u*cos(v),a)

 e=(a*sin(v) *(u*u+a*a)^(-1/2),-a*cos(v) *(u*u+a*a)^(-1/2),

     u*(u*u+a*a)^(-1/2)) 
 e_u=(-a*sin(v)*u*(u*u+a*a)^(-3/2),a*cos(v)*u*(u*u+a*a)^(-3/2),

        a*a*(u*u+a*a)^(-3/2) )

 e_v=(a*cos(v) *(u*u+a*a)^(-1/2),a*sin(v)*(u*u+a*a)^(-1/2),0)

 L=-q_u e_u=0,  M=-q_u e_v=-a *(u*u+a*a)^(-1/2), N=-q_v e_v=0

 したがって、常螺旋面の第二基本形式は -2a*(u*u+a*a)^(-1/2)dudvとなる。
さらに、LN-M^2=-a*a/(u*u+a*a) 

 E=1,F=0,G=u*u+a*a よりEG-F^2= u*u+a*a, EN+GL-2FM=0

よって、H=(EN+GL-2FM)/ (EG-F^2)=0,

      K=(LN-M^2)/(EG-F^2)= -a*a/(u*u+a*a)^2

　　　　 k_1+k_2=0 　 k_1*k_2=-a*a/(u*u+a*a)^2 より、
　　　　 k_1=a/(u*u+a*a)^2, k_2=-a/(u*u+a*a)^2

それでは、より一般的な形で以下のパラメータをおくと。

# t ［0≦t≦π/2］を副パラメータとみなして
# r_t(u,v)=(x(u,v)，y(u,v)，z(u,v))

# x(u,v)=(cos(t))*√｛u*u+a*a｝*cos(v)+(sin(t))*u*sin(v)

# y(u,v)=(cos(t))*√｛u*u+a*a｝*sin(v)-(sin(t))*u*cos(v)

# z(u,v)=(cos(t))*a*(sinh＾-1)(u/a)   +(sin(t))*a*v

# とおけば、
# t=0の時         r_0(u,v)    ：懸垂面
# t=π/2の時       r_(π/2)(u,v)：常螺旋面
# であって、tの値にかかわらず、
# 第一基本形式は dudu+(u*u+a*a)dvdvとなります。
dr/du=r_u=(x_u(u,v), y_u(u,v) z_u(u,v))

dr/dv=r_v=(x_v(u,v), y_v(u,v) z_v(u,v))

を求めて、
e=(r_uxr_v)/ |r_uxr_v|

 =(e_x,e_y,e_z)

 =(y_u*z_v-z_u*y_v, z_u*x_v-x_u*z_v, x_u*y_v-y_u*x_v)/ |r_uxr_v| 
e_u=(e_x_u,e_y_u,e_z_u), e_v=(e_x_v,e_y_v,e_z_v) 
de=e_udu+e_vdv　dr=r_udu+r_vdv 
E=r_ur_u, F=r_ur_v, G=r_vr_v II=-drde, L=-r_ue_u, M=-r_ue_v, N=-r_ve_v 
H=(EN+GL-2FM)/ (EG-F^2), K=(LN-M^2)/(EG-F^2)

 x_u=sin(t)*sin(v)+cos(t)*cos(v)*u*(u*u+a*a)^(-1/2)

     +{cos(t)*u*sin(v)-sin(t)*cos(v)*(u*u+a*a)^(1/2)}dt/du

 y_u=-sin(t)*cos(v)+cos(t)*sin(v)*u*(u*u+a*a)^(-1/2)
     +{-sin(t)*sin(v)*(u*u+a*a)^(1/2)-cos(t)*u*cos(v)}dt/du

 z_u=-sin(t)*dt/du*a*(sinh＾-1)(u/a)+cos(t)*a*(u*u+a*a)^(-1/2)

     -cos(t)*dt/du*a*v

 x_v=u*sin(t)*cos(v)-cos(t)*sin(v)*(u*u+a*a)^(1/2)

     +{cos(t)*u*sin(v)-sin(t)*cos(v)*(u*u+a*a)^(1/2)}dt/dv

 y_v=cos(t)*(u*u+a*a)^(1/2)*cos(v)+sin(t)*u*sin(v)

     +{-sin(t)*(u*u+a*a)^(1/2)*sin(v)-cos(t)*u*cos(v)}dt/dv

 z_v=-sin(t)*dt/dv*a*(sinh^-1)(u/a)+cos(t)*dt/dv*a*v+sin(t)*a

tはu,vに対して定数と考えて、dt/du=0,dt/dv=0として、
x_u=sin(t)*sin(v)+cos(t)*cos(v)*u*(u*u+a*a)^(-1/2)

y_u=-sin(t)*cos(v)+cos(t)*sin(v)*u*(u*u+a*a)^(-1/2)

z_u=cos(t)*a*(u*u+a*a)^(-1/2)

x_v=u*sin(t)*cos(v)-cos(t)*sin(v)*(u*u+a*a)^(1/2)

y_v=cos(t)*(u*u+a*a)^(1/2)*cos(v)+sin(t)*u*sin(v)

z_v=sin(t)*a

の項群が残る。
y_u*z_v-z_u*y_v=-a*cos(v)

z_u*x_v-x_u*z_v=-a*sin(v) 

x_u*y_v-y_u*x_v=u

したがって、

e*Δ=(-a*cos(v),-a*sin(v),u), Δ=(a*a+u*u)^(1/2)
もとの項群に戻って、
E=x_ux_u+y_uy_u+z_uz_u=1

F=x_ux_v+y_uy_v+z_uz_v=0

G=x_vx_v+y_vy_v+z_vz_v=u*u+a*a

I= dudu+(u*u+a*a)dvdvが出ました。
以下の式でL,M,Nを求めます。
L=r_u_u e, M=r_u_v e, N=r_v_v e,
e*Δ=(-a*cos(v),-a*sin(v),u) Δ=(a*a+u*u)^(1/2)
r_u_u=( x_u_u,y_u_u,z_u_u), 
r_u_v=( x_u_v,y_u_v,z_u_v),

r_v_v=( x_v_v,y_v_v,z_v_v)

　x_u_u=cos(t)*cos(v)*a*a*(u*u+a*a)^(-1/2)

　y_u_u=cos(t)*sin(v)*a*a*(u*u+a*a)^(-3/2)

　z_u_u=-a*u*cos(t)*(u*u+a*a)^(-3/2)

　x_u_v=sin(t)*cos(v)-cos(t)*sin(v)*u*(u*u+a*a)^(-1/2)

　y_u_v=sin(t)*sin(v)+cos(t)*cos(v)*u*(u*u+a*a)^(-1/2)

　z_u_v=0

　x_v_v=-u*sin(t)*sin(v)-cos(t)*cos(v)*(u*u+a*a)^(1/2)

　y_v_v=-cos(t)*(u*u+a*a)^(1/2)sin(v)+sin(t)*u*cos(v)

　z_v_v=0

L=x_u_u*e_x+ y_u_u*e_y+ z_u_u*e_z

 L*Δ=-a(u*u+a*a)^(-3/2)(u*u+a*a)*cos(t)

M=x_u_v*e_x+ y_u_v*e_y+ z_u_v*e_z

 M*Δ=-a*sin(t)

N=x_v_v*e_x+ y_v_v*e_y+ z_v_v*e_z

 N*Δ=a*cos(t)*(u*u+a*a)^(1/2)

L=-a*(u*u+a*a)^(-1)*cos(t)

M=-a*(u*u+a*a)^(-1/2)*sin(t)

N= a*cos(t)

検算してみると、
t=0のとき、L=-a*(u*u+a*a)^(-1) M=0 N=aより
II=-a*(u*u+a*a)^(-1)dudu+advdv

t=π/2のとき、L=0, M=-a*(u*u+a*a)^(-1/2), N=0
II=-2a*(u*u+a*a)^(-1/2)dudv
また、以下をにらんで、
H=(EN+GL-2FM)/ (EG-F^2), K=(LN-M^2)/(EG-F^2)

さらに、E=1,F=0,G=u*u+a*aなので、
H=(N+ GL)/G, K=(LN-M^2)/G

　　　k_1=H+(H^2-K)^(1/2)、k_2=H-(H^2-K)^(1/2)

N+GL= a*cos(t)+(-a*cos(t))=0

LN-M^2=-a*a*(u*u+a*a)^(-1)

Κ=-a*a*(u*u+a*a)^(-2)

H=0

k_1=a*(u*u+a*a)^(-1)、k_2=-a*(u*u+a*a)^(-1)

